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3 Categoricity and Baire’ \mathrm{s} category
S.Banach はBaire’catego瑠を使い連続関数の考察をおこなった。これは Banach 空
間の定義の元となった考察 Baire’s Theooem を具体的に示すものである。
Banach 空間上では区間 [0,1] 上の連続関数全体がつくる線形ノルム空間 C[0 , 1 ]
から、さらに同様の連続な線形関数全体からなる双対空間が定義される。




1B. Bolzano がこれに先立ち同様の関数をすでに示していた.Compactness と関連させて述べた著者におけ
る別冊講究録 (数理解析研究所) がある.











ろう。Banach 空間を支える定理が次に述べる Baire’s Catego瑠 Theorem である。
















関数空間 E における (有限) 部分集合である A は,点 t\neq 1 とならないど
の範囲においても右微分係数をとらず,これを第2 categoryとする.この補集
合 \overline{A} を第1 category とする.
開区間,閉区間で語られる 「BaireのCategory定理」 が示される箇所.
定理2.2: S.Kaczmarz, S.Auerbach’s Theorem
任意に与えれれる r>0,M>0 . において,関数空間 E に要素 g が存在す
れば,この時の性質は次の a) b) によってあたえられる.
3ゆえに本稿では集合論自体の有する豊かで複雑な世界において,数学的研究の範疇のほとんどを占める1




b).U(g, t, h)>M . ただし t\neq 1, h_{t}>0.
このことは、集合 \mathrm{A} が第2 category, その補集合A が第1 category である
ことを示す.
定理2.3: S.Banach’s Theorem
集合 \mathrm{A} は(有限) 部分集合.もしくは空集合 (第2category)
集合 \mathrm{A} の補集合且は極限が存在する箇所 (第1category)




位相空間 Xのcompact 集合 K の閉部分集合 C はcompact 集合.





ここから Tikhonov の定理がみちびかれる。この定理において Banach 空間における無
限和無限積が定義される。








f を x の開集合  $\Omega$ 上で定義し,その値を  Y にもつ写像として, x_{0} \in  $\Omega$
とする.このとき
\displaystyle \lim_{x\rightarrow x_{0}}||f(x)-f(x_{0})-T(x-x_{0})||/||x-x_{0}||=0.
となる \mathrm{T}\in L(X, Y) が存在するとき,f は x=x_{0} でFrechet 微分可能という.
 $\Omega$ の各点で Fréchet 微分可能のとき,  $\Omega$ でFrechet 微分可能という.
29
定義 :2.7
 x\in $\Omega$ . 任意の  h\in X に対して,
1/t[f(x_{0}+th)-f (x0)].




f が x=x_{0} でFréche 微分可能であれば,Gâteaux 微分可能であって,Freche
微分と Gâteaux 微分は一致する.
極限の存在を保証する有効な条件として次の定理が成り立つ。
定理 : 2. 9\mathrm{P}alais‐Smale
もしXの中の点列 x_{n} が 1 ) .2 ) の条件を満たせば,そこから強収束する部分列
がとりだせる.
1). |f(x_{n})| は有界.
2). f^{r}(x_{n}) は, \mathrm{n} \rightarrow\infty のとき (  X^{*} のノルムで)0に収束する.
定義 : 2.10
境界値問題との関連から Laplacian  $\Delta$ が定義される.  N 次元空間における重要
な微分作用素となる.
\displaystyle \sum_{i=1}^{N}\partial^{2}/\partial x_{i}^{2}








4 To Harmonic Analysis and Infinite series
正則関数の Hardy 空間の関数の実部 (第2category) を特徴づける定理がある。これは
ブラウン運動 (Brounian Motion)4において定義される最大関数がカギとなり、それらが
実数値関数の方法で証明が可能となった。
近年この領域 (第2 category) は確率論的証明が用いられるようになり、またRandom‐
ness5の観点からも研究がなされている。
4 White noize analysis において無限次元解析の観点から重要な物理的現象を説明している.




















4.1 Banach space and Lebesgue’s Integral
Lebesgue 積分の枠組みで微分可能な関数を取り扱うための関数空間が Baire’s Catego瑠
に基づく Banach 空間であり、また無限次元空間である。
















空でない集合 Xを固定し、Xの部分集合からなる族を \mathcal{M} とする。このとき以下の定理
が成り立つ。
定理 :3.1 Lebesgue の単調収束定理
f,g等の関数はすべて可測で \leqq 0, E, F, . . . 等は \mathcal{M} の要素とする。
0\displaystyle \leqq f_{1}(x)\leqq f_{2}(x)\leqq\ldots, f(x)=\lim_{n\rightarrow\infty}f_{n}(x)
に対し、
\displaystyle \int_{E}f(x)d $\mu$(x)=_{n\rightarrow\infty}\mathrm{h}\mathrm{m}f_{n}(x)d $\mu$(x) .
定理 : 3.2零集合の定理
E\in \mathcal{M} が  $\mu$(E)=0 を満足するとき E を 0集合とよぶ。このとき積分の定義
から任意の可測関数 f(x) \geqq 0 に対し、
\displaystyle \int_{E}f(x)d $\mu$(x)=0.
可測関数 f(x) , g(x) に対し、
x\in x : f(x)\neq g(x) が 0集合ならば f と g は同等。このとき f が積分確定 (可
積分) ならば g も同様であり、任意の E\in \mathcal{M} に対して
\displaystyle \int_{E}f(x)d $\mu$(x)=\int_{E}g(x)d $\mu$(x) .
0集合上での関数の値は積分値に影響しない。ゆえに必ずしも X全体で定義されていない
関数 X上の積分を考えることができ、この点が重要である。
f(x) が可測で \displaystyle \int|f(x)|d $\mu$(x)=0 . ならば f と 0 は同等。




にBaire 測度  $\mu$ について以下の定理がなりたつ。
定理 : 3.3 リース(Liesz)の表現定理
 K(\mathrm{X}) 上の任意の正値線形汎関数  $\phi$ に対し、X上の Baire 測度  $\mu$ で





function を用いることができ、更に Category の観点からみると、集合の濃度と関連する
空間となっている。
4.2.1 関数解析と第2category
First‐order の式の集合が有限を仮定すればいくつかの無限 Model をもつ. L\ddot{o}wenheim‐
Skolem Theorem ではそれが同型であるかどうかまでは保証していない。






完備距離空間  E と関連させて考察すれば、 U_{n} を至るところ稠密な開茱合の列とすれば、
これらの共通部分も空間 E において至る所稠密となっていることがイメージできよう。
定理 :2.1 Baire’s Theorem






関数解析的証明では、有界関数全体の集合が完備性を持つことから Lebesgue 測度 0 の
集合という概念であるFréchet微分7がこのcategoryでも使われ、さらに有界でない関数
にも Lebesgue’s Integral は適応可能である。このことが関数解析を無限次元空間に適用可
能なとする直接的起源となっている。
5 Category にみる Compact Lie Groups
第1 category および第2 category における調和解析的な表現が Compact Lie 群で可











淡中の定理により、任意の Compact Lie 群 g は、 g の全体集合 R の全群と同一である。
E. J.Cartan の定理の特別な場合において、複素 Lie群は g とDesca材es空間との積と同
一である。
Compact Lie 環 gの表現環とは gのすべての表現の行列成分により複素数体上に生成さ
れる環のことであり、表現環の元とは、 g上の複素数値関数であり行列成分の多項式で表
すことができる。





9を Compact Lie 群、 f を g 上の連続関数とする.任意の数 a>0 に対し9の
表現環の関数 gですべての  $\sigma$\in g に対して |f( $\sigma$)-g( $\sigma$)|\leq=a となるものが存
在する.
補題:4.2
関数からなる列が同程度連続な関数の有界集合  $\Phi$ に属していれば、その中か
ら  g で一様に収束する部分列を取り出すことができる.
補題:4.3Bessel の不等式
T の任意の関数 f に関して、級数  $\Sigma$ は収束し,その和は ||f||^{2} で押さえること
ができる.
補題:4.4
f\in T なら,級数 $\Sigma$_{ $\mu$}(Kf\cdot $\varphi$) は \mathrm{g} 上一様に関数Kf に収束する.











Compact Lie Group に集約される形に向かったことである。
このことは、無限次元における級数の扱いの観点も含めて歴史的に大きな影響をもたら
したといえよう。











6.1 Meta Theorem としての数学的証明の必要性
First order Logic における Equality の範疇において Completeness を考えることが基本
である。
具体的には標準model \backslash 可算標準model. 無限標準model および巨大基数model
をMeta Theorem として位置付ける。Conpactness がこれらの本質となって
いる。
巨大基数model は有限可算性を仮定して、無限 model の存在を明示するもの
であり、 L\ddot{o}wenheim‐Skolem Theorem に相当するが、無限 model が同型であ
ることまでは保証していない。




ここで例えば Cardinality を同型でないものも含めて考察するため \mathrm{n}‐arry function に効
果的な手段を与える方法を提案するなら、Baire’s categorie9における空間全体を統一的に






By the end of 1970 the views of the place and role of infinitesimal analysis had
been drastically changed and enriched after publication of the internal set theory.IST
by E.Nelson and the external set theory propounded soon after IST by K.Habacek and
T.Kawai.
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